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VYPOCTY NA GRAFICKYCH PROCESORECH, RESENI PARCIALNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

Jan Silar, Martin Vavrek, Tomas Kulhanek, Pavol Privitzer, Ji¥i Kofra-
nek, Tomas Kroéek, Martin Tribula

Uvod

Vypocetni vykon grafického procesoru (dale jen GPU - graphic processing unit)
v soucasnych osobnich pocitacich casto vyrazné prevysuje vykon procesoru
CPU. Na trhu jsou jesté vykonnéjsi GPU specializovana na intenzivni vypocty.
GPU se sklada z desitek az stovek vypocetnich jader. Pfedpokladem vyuziti
vypocetniho vykonu je vhodna paralelizace fesené ulohy. Zrychleni vypoctu,
kterého je mozné dosdhnout pouzitim GPU se znac¢né lisi v zavislosti na fesené
uloze. U nékterych uloh Ize dosdhnout az stondsobného zrychleni. Na druhou
stranu je mnoho uloh, které nelze vibec paralelizovat a jejich vypocet na GPU
by vedl naopak ke zpomaleni. Cilem tohoto pfispévku je ukdzat moznosti
pouziti GPU pro obecné vypocty, priblizit architekturu GPU a programovani
na platformé CUDA. Pouziti GPU je demonstrovano na konkrétni aplikaci. Pro
nazornost je mnoho detaild vynechano nebo zjednoduseno. Cilem neni naucit
Ctendre programovat v CUDA. Detailni popis GPU a CUDA je napfiklad v [1,2].

Architektura GPU

Architektury GPU rlznych vyrobcl se lisi vétSinou jen mirné. Zde je zjedno-
dusené popséna architektura firmy NVIDIA.

Jadra SP (streaming processor) GPU podporuji jen logické operace
a scitdni a nasobeni. Jadra jsou sdruzena do nékolika multiprocesord SM

GLOBALMI PAMET

SDILENA PAMET

Obrdzek 1 — Architektura GPU
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(streaming multiprocessor). Jadra jednoho multiprocesoru maji spole¢nou
sdilenou pamét. Do sdilené pométi maji piistup pouze jadra prislusného
multiprocesoru. Cast sdilené paméti mlze byt vyhrazena jako cache pro
jednotlivd jadra. Soucasti multiprocesoru je také jednotka pro vypocet
specialnich funkci (sin, sqrt...) SFU (special function unit). Cely graficky procesor
se pak skldda z nékolika multiprocesor(i a globalni paméti. Do globalni paméti
mohou pfistupovat vsechna jadra, ale pfistup je ve srovnani se sdilenou
paméti vyrazné pomalejsi. Procesy bézici na CPU maji piistup jen do globalni
paméti. Kopirovani dat mezi RAM a globalni paméti je jesté pomalejsi, nez
pfistup do globalni paméti v ramci GPU.

Jadra pracuji v rezimu ,single instruction multiple data” To znamena, ze
vsechna jadra provadi stejny vypocet paralelné na rdznych datech. Vsechna
jadra multiprocesoru tedy provadi v jednom taktu stejnou instrukci.

Pro predstavu nVidia Tesla C2050 ma 15 multiprocesorl po 32 jadrech
(dohromady 448 jader). Velikost sdilené paméti kazdého multiprocesoru
je 64KB. Globalni pamét ma 3GB. Celkovy vypocetni vykon v single precision
je 1,03 Tflops.

CUDA

Programovat pro GPU Ize na dvou platformach: OpenCL nebo CUDA. Co se
jazyka tyce, jsou obé platformy rozsitenim ANSI C o nékolik malo konstruktd.
OpenCL je obecnéjsi a je podporovano GPU od nVidia a ATI, ale i procesory
CPU (napf. vétsina x86), riznymi signalovymi procesory (DSP) atd. CUDA je
platforma vyvinuta firmou nVidia a je podporovana pouze jejimi grafickymi
kartami. Zavislost na hardwaru konkrétniho vyrobce je samoziejmé
nevyhodou. Na druhou stranu je programovani v CUDA ve srovnani s OpenCL
0 néco snazsi (zejména inicializace zafizeni). Aplikace v CUDA bézi také
o néco rychleji diky lepsi optimalizaci pfi prekladu.

Pouziti CPU a GPU pfi vypoctu je mozné kombinovat. Cast kddu, kterou nelze
paralelizovat, bézi typicky na CPU, paralelni ¢ast se pocita na GPU. Vypocet
na GPU se spousti pomoci specidlnich funkci, tzv. kernelG. Kernely obsahuji
kod, ktery je pocitdn paralelné na vldknech v GPU. Vldkno bézi na jednom
jadre SP. Vldkna jsou sdruzovéna do blokd. Blok vldken je spustén na jednom
multiprocesoru SM. Jednomu SM m{ize byt pfidéleno vice blokl. SM pak mezi
témito bloky pfepina. Bloky jsou sdruzovény do gridu. Pocet blokl v gridu
muze byt opét vyssi, nez je pocet SM v GPU. Pfi spusténi kernelu se zadava
velikost blokd (pocet vldken v bloku) i velikost gridu (pocet blokl v gridu).
Vldkno vétsinou zpracovava jeden prvek vstupniho pole. Vldkna i bloky maji
své indexy, z kterych se pocita index prvku vstupniho pole pro zpracovani
konkrétnim vldknem.

Pred spusténim kernelu musi byt zafizeni inicializovano. Dale jsou v globalni
paméti GPU alokovana pole a jsou tam nakopirovana vstupni data z RAM.
Po dokonceni vypoctu jsou vystupni data prekopirovan z GPU do RAM.
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__global__void addKernel(int *c, const int *a, const int *b)

{
//Vypocet indexu pro pristup do poli z indexu vlakna,
//indexu bloku a velikosti bloku:
int i = threadIdx.x + blockIdx.x*blockDim.x;
//soupcet:
c[i] = a[i] + b[i];

}
void addWithCuda(int *c, const int *a, const int *b,
size_t size)

{
int *dev_a, *dev_b, *dev_c;
//Volba GPU. (KvGli systémim s vice GPU.):
cudaSetDevice(9);
//Alokace paméti na GPU:
cudaMalloc((void**)&dev_a, size*sizeof(int));
cudaMalloc((void**)&dev_b, size*sizeof(int));
cudaMalloc((void**)&dev_c, size*sizeof(int));
//Skopirovani vstupnich poli do GPU:
cudaMemcpy(dev_a, a, size*sizeof(int),
cudaMemcpyHostToDevice);
cudaMemcpy(dev_b, b, size*sizeof(int),
cudaMemcpyHostToDevice);
//Spusténi kernelu na GPU ( 8blokl, kazdy size/8
vldken):
addKernel<<<8, size/8>>>(dev_c, dev_a, dev_b);
//Synchronizace vldaken:
cudaDeviceSynchronize();
//Prekopirovani vystupniho pole do RAM:
cudaMemcpy(c, dev_c, size*sizeof(int),
cudaMemcpyDeviceToHost);
//Uvolnéni paméti GPU:
cudaFree(dev_c);
cudaFree(dev_a);
cudaFree(dev_b);
return;

}

Priklad kédu v CUDA pro secteni dvou poli v globdIni paméti GPU.

Pokud vldkno pfistupuje po ¢as béhu kernelu vicekrat k prvku pole v globalni
paméti, je vhodné pro urychleni toto pole napred zkopirovat do sdilené paméti
a pfistupovat pak tam. Pole ve sdilené paméti jsou alokovéna z kernelu. Sdilena
pamét je uvolnéna, kdyz kernel skonci.
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Pokud jsou v kédu podminky (if - then — else), dochézi (kvili principu,single
instruction multiple data”) k divergenci vypoctu. To znamen4, ze vétve ,then”
a,else” jsou vyhodnoceny sekvencné.

Optimalizace kédu v CUDA vyzaduje vétsinou hlubsi znalost architektury
GPU. Casto je potteba aplikaci konfigurovat pro konkrétni hardware. Existuje
mnoho optimaliza¢nich metod, vétsina je zaloZzena na vhodné praci s paméti.

Reseni PDE

V nasi laboratofi planujeme na GPU numericky fesit parcidlni diferencidlni
rovnice (PDE). Redeni PDE ve dvou a vice dimensich je vypocetné naro¢na
uloha. Pro prvni vyzkouseni implementujeme v CUDA solver pro feseni difusni

rovnice v 1D.
Difusni ¢len (s druhou derivaci podle x) popisuje jevy jako je vedeni tepla, nebo

o’y oy
alx,t)—=+ol( x, t)=—=
(x,) 5 relx,t)=27
y(x,to)= yo(x)
y(X,, t): }/,(t), y(X,,t): yr(t)
difuse plynt. Clen bez derivace predstavuje zdroje (tepla, ¢astic plynu).
V diskrétnich bodech vypocetni sitky
hledédme aproximaci feSeni
Xo<X{<Xy ... Xy
t'<t’ t"
uvedené rovnice. Prostorovy a ¢asovy krok jsou
y’r;: y( Xm’ tn)

Rovnici mdzeme aproximovat diferené¢nim schématem
AX; =X~ X;
At =t —t,

L

V n-té iteraci vypoctu zndme hodnoty y" pro viechna m a pomocischématu
pocitame nové hodnoty y™' . Uvedené schéma je explicitni. To znameng, Ze
1
a" y7n+1_2-)/r7n+y’r7n—1 +Qn: -)/:1; — -]/:n
" (Ax)? At

vném vystupuje jedind nezndma hodnota y™' , kterou je mozné pfimo vyjadFit
a spocitat. Aby bylo feSeni parabolické difusni rovnice explicitnim schématem
stabilni, je potieba volit ¢asovy krok umérny druhé mocniné prostorového
kroku.

At~Ax’
Kdyz potom zmen3sujeme prostorovy krok (kvali zpfesnéni vypoctu), ¢asovy
krok se zmensuje kvadraticky. To vede k extrémné kratkému ¢asovému kroku,
nutnosti mnoha iteraci a neUmérné ¢asové narocnosti vypoctu. Pouzijeme—li
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pro aproximaci feSené rovnice néjaké implicitni schéma, vypocet je stabilni
i pro
At~Ax.

Zvolili jsme Crank-Nicolsonovo schéma [3]
Schéma je implicitni, vystupuje v ném tedy vice neznamych hodnot (zde

diy$1—2y$“+%$U+<%;4—2M#+V_J+,n:yﬁ4—yﬁ
" 2(Ax,,)? oAt

y™ oy Y™ L) Rovnice schématu pro m = 1 .. M-1, tvofi spolecné se
dvéma okrajovymi podminkami

n+1 n+l) n+1

yo =y () V=,
soustavu M+1 linedrnich rovnic pro M+1 nezndmych
Y meo. M.

n+1)

Protoze v m-té rovnici vystupuji pouze 3 po sobé jdouci nezndamé
n+1 n+1 n+1
))m > m—=12m
je matice soustavy tridiagonalni - vsechny prvky kromé poddiagonaly,
diagonaly a naddiagondly jsou nulové.
Tato soustava je feSena v kazdém kroce vypoctu. Matice je ulozena ve

do udo 0 0 te O yO fhs)
Id, d, ud, 0 S 0 Y rhs,

0 Id, d, ud, 0 || v,

0 0 0 Jdyy dyy Udy || Yu_s| |rhSy_4
0 0 0 0 I, d, ||yl |rhs,

trech polich. Bézné pouzivany Thomasdv algoritmus (Gaussova eliminace
modifikovand pro soustavu s tridiagonalni matici, slozitost O(M)) nelze
paralelizovat. Pouzivdme metodu paralelni cyklické redukce [4,5]. Je to typicka
metoda ,rozdél a panuj”. V prvni iteraci je soustava rozdélena na dvé nezavislé
soustavy. Déleni soustavy opakujeme, dokud nedostaneme soustavy velikosti
1 nebo 2, které jsou jiz feSeny pfimo. Slozitost tohoto algoritmu je M log(M), Ize
ho ale snadno paralelizovat.

Popisme si, jak je soustava rozdélena. Predpokladejme, ze index i v matici je
sudé cislo. Na vsech lichych fadcich provedeme nasledujici Upravu. Vynulujeme
poddiagonalni prvek (vlevo od diagondlniho) fadku odectenim vhodného
nasobku fadku predchoziho. Tim dostaneme nové nenulovou hodnotu
v druhém poddiagondlnim prvku. Stejné vynulujeme naddiagondini prvek
odectenim nasobku nasledujiciho fadku a dostaneme nenulovou hodnotu
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v druhém naddiagondlnim prvku. Odpovidajici Upravy je potfeba provadét
samoziejmé také na pravé strané soustavy.

0 ld, d,  ud, 0
‘© W, 'd),, v, QO

O dlduf wlod ) 0

Koeficienty nezndmych se sudym indexem v lichych fadcich jsou nyni nulové.
Ze soustavy vypustime sudé fadky (rovnice) a sudé nezndmé.

O—Md—d—ud, 0
I, B dyy © 3y
O—ldr—dm—udi7—4

Id ;.- 0 dhas 0 wdls

Tim dostdvdme soustavu polovi¢ni dimense, ve které vystupuji jen liché rovnice
aliché neznamé.

d’

r
i+1 i1 ud'i

18 e A il
i3 s

IT3

Stejnymi Upravami na sudych fadcich plvodni soustavy dostaneme soustavu
pro sudé rovnice a sudé nezndmé.

NaplInéni i vyfeseni matice probihd na GPU. Pfenos dat mezi paméti CPU
a GPU probihd jen na zacatku pfi kopirovani pocéatecnich podminek
a koeficienttd rovnice do GPU a potom pfi kopirovani vysledkid zpét na CPU.

Koeficienty vSech matic jsou po celou dobu vypoctu uloZeny v jediné trojici
poli Id, d a ud. Pokud jsou tato pole ulozena v globalni paméti, je vypocet
pomaly kvili pomalému pfistupu k datdm.

Dalsi moznosti je ulozit pole po ¢astech do sdilené paméti multiprocesord.

Predpokladem je, ze vldkna budou mit pfistup do paméti vsech
multiprocesord, ale ve skute¢nosti maji pfistup pouze do sdilené paméti
vlastniho multiprocesoru. Proto mdzeme pouzit pro vypocet ve sdilené paméti
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pouze jediny multiprocesor a vyuzijeme tak jen zlomek vykonu GPU. Tento
pfistup by byl vhodny, pokud bychom fesili nékolik soustav paralelné.

Vysledky a dalsi plany

Pro zméfeni rychlosti vypoctu jsme zvolili ulohu vedeni tepla s po ¢astech
konstantni pocate¢ni podminkou s nespojitosti uprostied. Pocitali jsme na
sitce s rGznym poctem uzl(l a méfili ¢as vypoctu na GPU s pouzitim globdlni
paméti, sdilené paméti a na CPU (Thomasuyv algoritmus). Byla pouZita graficka
karta nVidia Quadro 2000M a procesor Intel i7-2720QM (jedno jadro). Casovy
krok byl zvolen napevno, aby byl pocet krokd a tedy pocet feseni linedrni
soustavy vzdy stejny (soustava fesena béhem jednoho vypoctu 10677 krat).
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Pocet uzlG CPU GPU - globélni GPU - sdilend
800 430ms 2120ms 950ms
4000 2200ms 3500ms -
8000 4243ms 6676ms -
16000 8424ms 17771ms -
Tabulka 1

Pro vypocet na vice nez 800 uzlech nestacila lokalni pamét. Pfi testech byl
bohuzel vypocet na GPU vzdy pomalejsi nez na CPU. Pouzité GPU nebylo
pfilis vykonné. Pfi nasazeni vykonnéjsiho GPU bychom mohli ocekdvat mirné
zrychleni oproti vypoctu na CPU. Vyznamnéjsiho zrychleni bychom ale ziejmé
nedosahli. Hlavnim omezenim je v prvnim pfipadé pomaly pfistup do globalni
paméti, v druhém vyuziti jediného multiprocesoru.

Planujeme implementovat hybridni metodu pro feseni linearniho systému,
kterd by méla vypocet vyznamné urychlit. Vypocet bude rozdélen do tfi fazi.
V prvni fazi bude probihat déleni soustavy v globalni paméti. V okamziku,
kdy bude systém rozdélen na alespon tolik podsystému, kolik je v GPU
multiprocesor( a zéroven budou tyto podsystémy dostatecné malé, prekopiruji
se data do sdilené paméti a vypocet bude pokracovat zde. Multiprocesory jiz
mezi sebou nemusi nijak komunikovat, protoze kazdy fesi nezavislou ulohu.
Ve chvili, kdy bude systém rozdélen na tolik podsystémd, kolik je v GPU jader,
prepne se na posledni fazi. Nyni je jiz dostatek nezavislych uloh, které budeme
resit paralelné kazdou klasickym sekvencnim Thomasovym algoritmem.

Zavér
Existuji dva standardy pro programovani na GPU. Zaméfili jsme se na platformu

CUDA. Byla predstavena architektura GPU a popsany zéklady programovani
v CUDA.
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Implementovali jsme v CUDA kéd pro paralelni feSeni difusni rovnice v 1D.
Zékladem je metoda pro feseni soustavy linearnich rovnic s tridiagonalni
matici. Vypocet na GPU bohuzel zatim nepfinesl zZadné zrychleni oproti
vypoctu na CPU. Naopak je o néco pomalejsi. Proto jsme navrhli novou hybridni
metodu, od které o¢ekavame zrychleni vypoctu. Reseni PDR implicitnimi
metodami na GPU ale neni snadné. Nelze ocekavat takové zrychleni jako

u jinych uloh, které jsou pro vypocet na GPU vhodnéjsi.
Podékovani
Tato prace je podporovana projektem MPO FR—TI3/869.
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